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|.3. Analise de Variancia (ANOVA) de efeitos fixos

A Regressao Linear visa modelar uma variavel resposta numérica

(quantitativa), a custa de uma ou mais variaveis preditoras, igualmente
numericas.

Mas uma variavel resposta numérica pode depender de variaveis
qualitativas (categoricas), ou seja, de um ou mais factores.

A Analise de Variancia (ANOVA) € uma metodologia estatistica para
lidar com este tipo de situagodes.

A ANOVA foi desenvolvida nos anos 30 do Século XX, na Estacao
Experimental Agricola de Rothamstead (Inglaterra), por R.A. Fisher.
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Exemplo motivador: os lirios

Até aqui ignorou-se que os 150 lirios do conjunto de dados iris referem-se
a 50 observacdes em cada uma de trés diferentes espécies.

iris virginica

iris setosa iris versicolor

Poderao os valores médios de cada caracteristica morfométrica diferir
consoante as espécies?

Objectivo: testar a igualdade de médias duma variavel, em diferentes
contextos (neste exemplo, para diferentes espécies de lirios).
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Dois exemplos: os lirios por espécie

Largura das pétalas de lirios, por espécie Largura das sépalas de lirios, por espécie

2.0
4.0
]

35

1.0
3.0

Petal Width
15
Sepal Width

0.5
25

|
|

As larguras das pétalas parecem diferir entre as espécies dos lirios.
As larguras das sépalas diferem menos. Eis as médias amostrais:

Yseto=3428 i Vyers=2770 ; V,,,=2.974

As diferencas serdo apenas um acaso da amostra?

Objectivo: Testar a igualdade das médias populacionais de cada espécie.
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A ANOVA como caso particular do Modelo Linear

A Analise de Variancia (ANOVA) lida com variaveis preditoras (explicativas)
gualitativas. Surgiu historicamente como um método autonomo. Mas, tal
como a Regressao Linear, € uma particularizagcao do Modelo Linear.

Introduzir a ANOVA através das suas semelhancas com a Regressao Linear
permite aproveitar boa parte da teoria estudada até aqui.

Terminologia

Variavel resposta Y': uma variavel numérica (quantitativa), que se pretende
estudar e modelar.

Factor : uma variavel preditora categorica (qualitativa);

Niveis do factor : as diferentes categorias (“valores”) do factor, ou seja,
diferentes situacdes experimentais onde se efectuam
observacles de Y.

Nos exemplos, o factor Espécie tem k =3 niveis.
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A ANOVA a um Factor - notacao

Na ANOVA a um Factor (totalmente casualizado), a modelacao da variavel
resposta baseia-se numa unica variavel preditora categorica.

Admitimos que o factor tem k niveis (no exemplo dos lirios, kK =3).

Admitimos que ha n observacdes independentes de Y, sendo n; (i=1,...,k)
k

correspondentes ao nivel j do factor. Logo, Y n;=n.
i=1

Delineamentos equilibrados
No caso de igual numero de observacdes em cada nivel,

Ny =Ny = N3 = -+ = N (= ne),

diz-se que estamos perante um delineamento equilibrado.

Os delineamentos equilibrados sao aconselhaveis (mas n&o obrigatorios),
por varias razées que adiante se discutem.
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A dupla indexacao de Y

Na regressao linear indexam-se as n observagdes de Y com um unico
indice, variandode 1an ({Y;}i_,).

Neste novo contexto, € preferivel usar dois indices para indexar as
observacoes de Y

@ um (/) indica o nivel do factor a que a observacao corresponde;
@ outro (j) permite distinguir as observacées num mesmo nivel.

Assim, a j-ésima observacgao de Y, no j-ésimo nivel do factor, &
representada por Y; , (com i=1,...k e j=1,...n;).
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A equacao do modelo

A equacao do modelo sera mais simples do que na regressao: a unica

informacgéo disponivel para prever Yj; € que a observagéo corresponde ao
nivel i do factor.

Nao ha informacido no modelo para explicar diferentes valores de Y em
repeticdes num mesmo nivel do factor: sera considerada variacao aleatoria.

Uma primeira equacao do modelo é:

Y,'j = Ui+ &jj com E[s,-j]:O,

onde L; representa o valor esperado das observagoes Yj; efectuadas no
nivel i do factor: u;=E[Yj|=E[Y |obs. nivel /].
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Uma equacgao para Y

Para poder enquadrar a ANOVA na teoria do Modelo Linear ja
estudada, é conveniente re-escrever as médias de nivel na forma:

ETY;l = ui = u+o;.

O parametro u € comum a todas as observagdes, enquanto os
parametros «; sao especificos para cada nivel (/) do factor.
Cada o; é designado o efeito do nivel /.

Admite-se que Yj; oscila aleatoriamente em torno do seu valor medio:

yij = U+ 0+ &,

com E|g;] = 0. Mas como relacionar esta equacdo do modelo com um
Modelo Linear?
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O modelo ANOVA como um Modelo Linear

A equacgéo geral Yj = u+o;+¢;, nas nq observagoes do nivel i = 1 fica:
Yij = U+oy+é&;,

nas n, observacdes efectuadas no nivel i = 2 fica:
Yo = utop+éy,

etc.. Este conjunto de k equacdes pode ser escrita como uma unica equacao
geral, que € a equacdo dum modelo linear:

Y,'j — ,LL—I—OC1J1U.—|—OCQJQU—|—...—|—Ockfkij—|—8,'j,

onde .4, € a variavel indicatriz do nivel m do factor:

jm/j:{1 . sei=m

0 , sei#m
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A relacao de base em notacao vectorial
Em notacido matricial/vectorial, a equacao de base sera:

? — ,LL1_)n—|—OC1}1—|—062}2—|—063}3—|—...—|—06k}k—|—§
s Y = XB + &,

As colunas de X sdo: o vector 1, e os vectores das indicatrizes .#;.
O vector dos parametros B tem elementos: u e os efeitos ;.

Num exemplo com ny = 3, n, =4 e n3 = 2 observacoes:

Y11 1 1 0 O i €11 |
Y12 1 1 0O O €12
Y13 1 1 0 O - - €13
Yo 1.0 1 0 5 €21
Yoo |=|1 0 1 0 a1 + | e
Yos 1 0 1 0 Of €93
You 1 0 1 0| L™ €04
Y31 1 0 0 1 €31

| Y2 ] L1 0 0 1 | €32 _
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O problema do excesso de parametros

Existe um problema “técnico”: as colunas desta matriz X sao linearmente
dependentes (a soma das indicatrizes € o vector dos n uns) , pelo que a
matriz X!X ndo é invertivel. H4 um excesso de pardmetros no modelo.

Solugbes possiveis na equagdo Yj; = 1L + o f1,.j + oczfg,j +...+ Oékfk,-j + &j:

@ retirar o parametro u do modelo.

» corresponde a retirar a coluna de uns da matriz X;
» cada o; equivalera a u;, a média do nivel;
» Nao se pode generalizar a situacdes mais complexas;
» mais dificil de encaixar na teoria ja dada do Modelo Linear.
@ impor restricdes aos parametros: e.g., EL o = 0.
» Foi a solugao classica, ainda hoje frequente em livros de ANOVA,;
» mais dificil de encaixar na teoria geral do Modelo Linear.
© tomar o4 = 0: sera a solucao utilizada.

» corresponde a excluir a 1a. variavel indicatriz do modelo (e de X);
» permite aproveitar a teoria do Modelo Linear e € generalizavel.

Cada solucao tem implicagdes na forma de interpretar os_parametros.
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A matriz do modelo com a restricao o4 =0

Com a restricdo a4y =0, a matriz do modelo X tem colunas 1,,,.#5, ..., % .
No exemplo anterior, tem-se:

i Y11 | 1 0 0 ] i €11 |
Y12 1 0 O €12
Y13 1 0 O €13
Y21 T 10 u €21
Yoo | =] 1 1 0 O |+ | €2
Y23 1 1 0 O3 €23
Y24 1 1 0 Eoq
Y31 1 0 1 €31

| Y2 [ L1 0 1 | €32

Agora u = u4 € o valor médio das observagoes do nivel i = 1:

Yii =  U+g; = W = E[Yy] = wu V=1,
Yo = utoptey = W = ElYyl = wmto S Vi=1...n
Ysi = ut+ozte; = uz = E[Yz| = mt+az  ,Vji=1,..,n3

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24 258 /392



Os efeitos de nivel ¢;

Na equacao duma ANOVA a um factor (acetato 254), e com a restricao
o =0, cada o; (/ > 1) representa o acréscimo que transforma a média do
primeiro nivel na média do nivel i:

oG = 0

O = M2 — My
o3 = M3~ My
Ok = Uk — H1

A igualdade de todas as médias populacionais de nivel u; equivale a que
todos os efeitos de nivel sejam nulos: o =0, V.
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O modelo ANOVA a 1 factor para efeitos inferenciais

Para completar o modelo ANOVA a um factor, admite-se que os erros
aleatorios g; tém as mesmas propriedades que numa regressao linear:

Modelo ANOVA a um factor, com k niveis

Existem n observagoes, Yj;, das quais n; correspondem ao nivel i (i =1,...,k)
do factor. Tem-se:

o yij = Hq ‘1‘06,'—1—8,]', Vi=1,...k , Vj=1,...n, (061 :0).
e Ej ™ </V(0762) 7Vi7j

© {¢;}i;, v.a.sindependentes.

O modelo tem k parametros: a média de Y no primeiro nivel do factor, 4, e
0s acréscimos o; (I > 1) que geram as médias de cada um dos k — 1
restantes niveis do factor. Ou segja,

B — (“170‘270537”'7061()1"
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O modelo ANOVA a um factor - notacao vectorial

De forma equivalente, em notacao vectorial,

Modelo ANOVA a um factor - notacao vectorial

O vector Y das n observacoes verifica:
0 Y = L1 1_)n—|—06232—|—06333—|—...—|—06k3k—|—§ = Xﬁ—l—é , sendo
'fn o vector de nuns e }'2, 3’3, :¢'k as variaveis indicatrizes dos
niveis indicados;
X= [fn | Fo | s - |fk] a matriz n x k do modelo; e
t

—

B = (uq,00,03, - ,04)" 0O vector dos parametros.

Q c —~ /1{7(6, 02 l,), sendo |, a matriz identidade n x n.

Trata-se de um modelo analogo a um modelo de Regressao Linear Multipla,
diferindo apenas na natureza das variaveis preditoras, que s&o aqui variaveis
indicatrizes dos niveis 2 a k do factor.
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O teste aos efeitos do factor

A hipétese de que nenhum dos niveis do factor afecte a média da variavel
resposta corresponde a hipotese

0622063:...206;(:0

Dado o paralelismo com os modelos de Regressao Linear, esta hipotese
corresponde a dizer que todos os coeficientes das “variaveis preditoras” (na

ANOVA, as variaveis indicatrizes .#;) sao nulos.

E possivel testar esta hipotese, através dum teste F de ajustamento global
do modelo (ver acetato 203) que, no contexto, chamamos Teste F aos efeitos

do factor.
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O Teste F aos efeitos do factor numa ANOVA

Muda-se a designacao de QMR para QMF (Quadrado Médio do Factor):

Teste F aos efeitos do factor

Hipoteses: Hp : o = 0 Vi=2,..k VS, Hq :3i=2,..k tq o # 0.
[FACTOR NAO AFECTA] vs. [FACTOR AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = e — F—1n-k) seHo.
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regido de Rejeicao): Unilateral direita

Rej- HO Se Fca/c > foc(k—1,n—k) v
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Notacao e graus de liberdade

Neste contexto, existem féormulas simples para algumas quantidades.

Numa ANOVA a um factor, usamos SQF, em vez de SQR, para indicar a
Soma de Quadrados associada aos efeitos do Factor, embora a sua
definicao seja idéntica (humerador da variancia dos valores ajustados).

Numa ANOVA a um factor, o numero de preditores do modelo (as variaveis
indicatrizes dos niveis 2,3, ....k) € p = k—1 e o numero de parametros do
modelo € p+1 = k. Logo, os graus de liberdade associados a cada Soma de
Quadrados s3ao:

SQxx  g.l
SQF k-1
SQRE n-—k

Os Quadrados Médios continuam a ser os quocientes das Somas de
Quadrados a dividir pelos respectivos graus de liberdade.
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Estimadores de parametros na ANOVA a um factor

Na ANOVA a um factor, as k colunas de X sdo os vectores fn, 32, }'3, e
2. A matriz identifica as observacdes de cada nivel do factor.

Dada a natureza especial da matriz X, a formula dos parametros ajustados,

[Ai — (XtX)—1Xt? gera estimadores dos parametros populacionais que sao as

1

_ nj
quantidades amostrais analogas. Sendo Y, = - ¥ Y; a média amostral das
| -
J=1

n; observacgoes de Y no nivel i, tem-se:

U1 — o= Y
o = Up— U — o = Ya-Yy
03 = Uz— Uy — a3 = Y3 —Yxi
o = Mk — — o = Yi-—Y1
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N\

Os valores ajustados Yj;

N\

Valores ajustados Yj;

Do que foi visto, decorre que qualquer observacao tem valor ajustado igual a
média amostral das observacdes do seu nivel:

Y, = +& = Yi+Yi-Y) = Y.
——

N~

= U

Os valores ajustados Yj; sdo iguais para todas as observagdes num mesmo
nivel j do factor. Tal como na Regressao, estes valores resultam de projectar

ortogonalmente o vector Y dos valores observados da variavel resposta,
sobre o subespaco ¢ (X) c R" gerado pelas colunas da matriz X: Y =HY.

Numa ANOVA a um factor, o subespaco %’ (X) tem natureza especial: todos
os vectores de %' (X) tém de ter valor igual nas posi¢cdes correspondentes a
observacdes dum mesmo nivel do factor.
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Os residuos e SQRE

Vimos que Y; = [i; = Y.

O residuo da observagao Y;; € dado pela sua diferengca em relacao a media
amostral de nivel:

E ylj ylj — ylj_yi-

J

A Soma de Quadrados dos Residuos € dada por:

SQRE = 2 2 2 Z( ~Y:)? = i(nins,?,

iI=1j= iI=1j=

nj —
onde S? = 1y (Yj — Y.)? & a variancia amostral das n; observagoes de Y

no i-ésimo nivel do factor.

4

SQRE mede variabilidade no seio dos k niveis.
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Formulas para delineamentos equilibrados

No caso de um delineamento equilibrado, i.e., n1 =ny = ... = ng(= n¢)
tem-se n =n. -k, e:

k
SQRE = (n.—1)Y §7
=1
avre — Ty g Mol § e 15 g
- n—k & k(ne—1) = k =

Assim, em delineamentos equilibrados, o Quadrado Médio Residual é
a media (simples) das k variancias de nivel da variavel resposta Y.

Em delineamentos nao equilibrados, o QMRE € uma média
ponderada dos 8,2 (tendo cada parcela o peso n; — 1).
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A Soma de Quadrados associada ao Factor

A Soma de Quadrados associada a Regressao toma, neste contexto,

a designacao Soma de Quadrados associada ao Factor e sera
_ k
representada por SQF. Sendo Y.. = 2 >, Y amedia da totalidade
/ 1j=1
das n observacoes, tem-se:

>

n

ﬁ (V.-Y.)°

iI=1j=1

-~

SQF =

M~

—
I
—
—.
I
—

VR
-<>
~<|

\/

M=
S
<

|

<]
\_/I\J

& SQF =

—
—

SQF mede variabilidade entre as médias amostrais de cada nivel.
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Formulas para delineamentos equilibrados

No caso de um delineamento equilibrado n1 = ny, = ... = nk (= n¢),

k —_— —_—

SQF = nc Y (Yi-Y.)* = ne(k—1)-S2 |
I:1 I..
kK
onde S%_ = = ¥ (Y; — Y.)? indica a variancia amostral das k médias de
I.. =1

nivel amostrais. SQF

_ _ 2

OMF— = 3=3 = NSy

Assim, em delineamentos equilibrados, o Quadrado Médio associado aos
efeitos do Factor, QMF, é proporcional a variancia das k médias de nivel da
variavel Y.
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A relacao entre Somas de Quadrados

A relacao fundamental entre as trés Somas de Quadrados (mesmo com
delineamentos nao equilibrados) tem um significado particular:

SQT — SQF + SQRE
k nj S \9 k _ T \2 k 5
> X(Yi—Y.) = .21 ni(Yi.—-Y.)> + .Z1 (ni—1)S7 .
— |=

i=1j=1 j
onde:
SQT = (n—1)S}2, mede a variabilidade total das n observacgdes de Y/;

SQF mede a variabilidade entre diferentes niveis do factor
(variabilidade inter-niveis);

SQRE mede a variabilidade no seio dos niveis - e que portanto nao €
explicada pelo factor (variabilidade intra-niveis).

Esta € a origem histérica do nome “Analise da Variancia™. a varianciade Y é
decomposta (“analisada”) em parcelas, associadas a diferentes causas. Aqui, as
causas podem ser o efeito do factor ou outras ndo explicadas pelo modelo (residuais).
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O quadro de sintese da ANOVA a 1 Factor

Pode-se coleccionar esta informacao numa tabela-resumo da ANOVA:

Fonte g.l. SQ QM foalc

K
Factor k—1| SQF =Y n;- (¥ —)7..)2 QMF = —igf —QQ/\%{'\I):E
i—1

k
Residuos | n—k SQRE = Y (n; — 1)3,-2 QMRE = SﬁiE
i=1

Total n—1 SQT =(n—1)s; - -
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Factores no @®

O @ tem uma estrutura de dados especifica para variaveis qualitativas
(categoricas), designada factor , criado pelo comando factor, aplicado a um
vector contendo os nomes dos varios niveis:

> factor(c(“‘Adubo 1°°’, ‘‘Adubo 1’’, ... , ‘‘Adubo 5’?))

NOTA: Explore o comando rep para criar repeticdes de valores.

Factores no R

No objecto iris, a coluna Species € um factor. A funcdo summary, com
factores, devolve o numero de observagdes em cada nivel

> summary(iris)

Sepal .Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
Min. :4.300 Min. :2.000 Min. :1.000 Min. :0.100 setosa :50
1st Qu.:5.100 1st Qu.:2.800 1st Qu.:1.600 1st Qu.:0.300 versicolor:50
Median :5.800 Median :3.000 Median :4.350 Median :1.300 virginica :50
Mean :5.843 Mean :3.057 Mean :3.758 Mean :1.199
3rd Qu.:6.400 3rd Qu.:3.300 3rd Qu.:5.100 3rd Qu.:1.800
Max. :7.900 Max. :4.400 Max. :6.900 Max. :2.500
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ANOVAs a um Factor no @®

Para efectuar uma ANOVA a um Factor no @, convém organizar os dados
numa data.frame com duas colunas:

@ uma para os valores (numéricos) da variavel resposta;

@ outra para o factor (com a indicagéo dos seus niveis).

As formulas usadas no R para especificar uma ANOVA a um factor sao
semelhantes as da regressao linear, indicando o factor como variavel
preditora. O R cria as variaveis indicatrizes necessarias.

Formulas para ANOVAs no R

Para efectuar uma ANOVA de larguras das pétalas sobre espécies, nos
dados dos n = 150 lirios, a formula é:

Petal.Width ~  Species

uma vez que a data frame iris contém uma coluna de nome Species que foi
definida como factor.

y
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ANOVAs a um factor no @® (cont.)

Embora seja possivel usar o comando 1m para efectuar uma ANOVA (a
ANOVA é caso particular do Modelo Linear), o comando aov organiza a
informac&o da forma mais tradicional numa ANOVA.

Uma ANOVA com os lirios

Eis a ANOVA da largura de pétalas sobre espécies, nos lirios:
> aov(Petal.Width ~ Species, data=iris)

Call:
aov(formula = Petal.Width ~ Species, data = iris)

Terms:

Species Residuals
Sum of Squares 80.41333 6.15660
Deg. of Freedom 2 147

Residual standard error: 0.20465
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ANOVAs a um factor no @® (cont.)

A funcdo summary também pode ser aplicada ao resultado de uma ANOVA,
produzindo o quadro-resumo completo da ANOVA.

ANOVA da largura das sépalas
Eis o resultado da ANOVA do segundo exemplo do acetato 249:

> iris.aov <- aov(Sepal.Width ~ Species , data=iris)
> summary(iris.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Species 2 11.35 5.672 49.16 <2e-16 *x*x
Residuals 147 16.96 0.115

Neste caso, rejeita-se claramente a hipotese de que os acréscimos de nivel,
o, sejam todos nulos, pelo que se rejeita a hipotese de larguras meédias de
sépalas iguais em todas as espécies. Conclusio: o factor (espécie) afecta a
variavel resposta (largura da sépala).
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A exploracao ulterior de H;

A Hipotese Nula, no teste F numa ANOVA a 1 Factor, afirma que
todos os niveis do factor tém efeito nulo, isto €, que a média da

variavel resposta Y € igual nos k niveis do Factor:
OCQZOC3Z...ZOCKZO

A Hipotese Alternativa diz que pelo menos um dos niveis do factor tem
uma media de Y diferente do primeiro nivel:

di talque o; #0
& 37 tal que U4 # U

Ou seja, nem todas as médias de nivel de Y s&o iguais
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A exploracao ulterior de H4; (cont.)

Caso se opte pela Hipotese Alternativa, fica em aberto (excepto
quando k = 2) a questao de saber quais os niveis do factor cujas
medias diferem entre si.

Mesmo com k = 3, a rejeicao de Hy pode dever-se a:

= Up # Uz e, op =0;03 #0
Uy = uz # pp ie., o3 =0; 00 #0
U # Uz = Uz e, op = oz # 0;
l; todos diferentes 1.e., oo # o3 ¢ o0p,03 #* 0.

Como optar entre estas diferentes alternativas?
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A exploracao ulterior de H4; (cont.)

Podem efectuar-se testes t-Student aos o;s, com base na teoria ja estudada
anteriormente (recorde-se que um modelo ANOVA & um modelo linear).

Mas quanto maior for k, mais sub-hipéteses alternativas existem, mais testes
havera para fazer.

A multiplicagcdo do numero de testes faz perder o controlo do nivel de
significancia o global para o conjunto de todos os testes.

Testes de hipoteses alternativos, relativos a todas as diferengas ; — u; de
pares de médias populacionais de Y, permitem controlar o nivel de
significancia global o« do conjunto dos testes. Tais testes chamam-se testes
de comparacdes multiplas de médias.
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As comparacOes multiplas

O nivel de significancia a nos testes de comparacao multipla € a
probabilidade de rejeitar qualquer das hipoteses ; = u;, caso todas
sejam verdade, ou seja, € um nivel de significancia global.

Alternativamente, podem-se construir intervalos de confianca para
cada diferenga u; — u;, com um nivel (1 — o) x 100% de confianga de
que os verdadeiros valores de u; — u; pertencem a todos os intervalos.

A mais frequente abordagem de comparacdes multiplas leva o nome
de Tukey, embora em rigor so seja valido para delineamentos
equilibrados.
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Testes de Tukey na ANOVA a um factor

Dado um delineamento a um factor, equilibrado.

Teste de Tukey as diferencas de médias de nivel

Hip(’)teses: Hp : Hi = M, VI,] VS. Hqi :3ij tq. L 75 M-
[FACTOR NAO AFECTA] vs. [FACTOR AFECTA Y]

Nivel de significancia (global) do teste: «

Regra: Rejeitar pui=u; se |Yi—Yj| > Qoknk) UEE,
sendo gk n—k) O valor que numa distribuicao de Tukey com
parametros k e n — k, deixa a direita uma regiao de probabilidade c.

y

O teste permite ndo apenas rejeitar Hy globalmente, como identificar o(s)
par(es) de niveis (/,j) responsaveis pela rejeicao (a diferenga das respectivas
médias amostrais excede o termo de comparacao), permitindo assim
conclusdes sobre diferencas significativas em cada par de médias.
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Distribuicao de Tukey

Distribuicao Tukey na ANOVA a um factor: lirios

Eis a funcao densidade da distribuicdo de Tukey, correspondente ao exemplo
dos lirios, com k=3 e n—k =147:

0.2 0.3 0.4

Densidade de Tukey

0.1

Na webpage da disciplina encontra-se uma tabela da distribuicao de Tukey.
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Intervalos de Confianga para p; — ;

Alternativamente, podem construir-se intervalos de confianca para todas as
diferencas de pares de médias de nivel, u; — 1;, com um grau de confianga
global (1 — a) x 100%.

Concretamente, tem-se (1—o) x 100% de confianga em como todas as
diferencas de medias de nivel u; — u; estdo em intervalos da forma:

} (Vi. —¥i.) — Qo n—k) / PIRE —¥}.) + Qi n—k) / QURE [ J

Se para qualquer par (i,j) de niveis, o intervalo correspondente ndo contém
o valor zero, entdo y; = p; ndo € admissivel.
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Comparacdes Multiplas de Médias no (R
As comparacdes multiplas de médias de nivel, com base no resultado de
Tukey, podem ser facilmente efectuadas no @®.

O termo de comparagao nos testes a yj— ;=0 € quxnk) /==,

Os quantis gk n—k) duma distribuicao de Tukey sao calculados no @®,
através da fungao gtukey.

O quantil de ordem 1 — & na distribuicao de Tukey obtém-se assim:

> qtukey(l-o, kK, n—Kk)

O valor de v QMRE ¢é dado pelo comando aov, sob a designacao “Residual
Standard error”.
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Comparacdes Multiplas de Médias no @®

O comando TukeyHSD calcula os intervalos de confianga a (1 — «) x 100%
para as diferencas de médias.

Tukey nos lirios

> TukeyHSD(aov(Sepal.Width ~ Species, data=iris))
Tukey multiple comparisons of means
957 family-wise confidence level

$Species

diff lwr upr p adj
versicolor-setosa -0.658 -0.81885528 -0.4971447 0.0000000
virginica-setosa -0.454 -0.61485528 -0.2931447 0.0000000

virginica-versicolor 0.204 0.04314472 0.3648553 0.0087802

O intervalo a 95% de confianga para uy — 14 (versicolor-setosa)é
] —0.8189, —0.4971 [.

Nenhum dos intervalos inclui o valor zero, concluindo-se que ; # u;, para
qualquer i # j, ou seja, todas as médias de espécie sio diferentes.
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Comparacoes Multiplas de Médias no ® (cont.)

O valor de prova indicado (p adj) € o menor valor de o para o qual uma
dada diferenca de medias, y; — Y, , seria considerada nao significativa.

Tukey nos lirios (cont.)

> TukeyHSD(aov(Sepal.Width ~ Species, data=iris))
Tukey multiple comparisons of means
957 family-wise confidence level

$Species

diff lwr upr p adj
versicolor-setosa -0.658 -0.81885528 -0.4971447 0.0000000
virginica-setosa -0.454 -0.61485528 -0.2931447 0.0000000

virginica-versicolor 0.204 0.04314472 0.3648553 0.0087802

Assim, para o < 0.00878, a diferenca de médias amostrais para as espécies
virginica e versicolor ja seria considerada nao significativa. Ou seja, apenas
intervalos com mais de (1 — a) x 100% = 99.122% de confianga para essa
diferenca de médias conteriam o valor zero.
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Representacao grafica das comparacoes multiplas

A funcéo plot, aplicada ao resultado da fungao TukeyHSD, permite visualizar
os intervalos de confianca para as comparacoes das meédias de nivel.

Tukey nos lirios (cont.)
> plot(TukeyHSD(aov(Sepal.Width ~ Species, data=iris)))

95% family—wise confidence level

T T T T i I T
-0.8 -0.6 -04 -0.2 0.0 0.2 04

virginica—versicolor virginica—setosa versicolor-setosa
|

Differences in mean levels of Species

y
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Representacao grafica das comparacoes multiplas

Usando library(agricolae) e a fungdo HSD. test, também se obtém as
comparacgdes das médias de nivel.

Tukey nos lirios (cont.)

> iris.aov<-aov(Sepal.Width ~ Species, data=iris)
> library (agricolae)
> HSD.test(iris.aov, "Species",console=TRUE)

Critical Value of Studentized Range: 3.348424
Minimun Significant Difference: 0.1608553
Treatments with the same letter are not significantly different.

Sepal.Width groups

setosa 3.428 a
virginica 2.974 b
versicolor 2.770 C
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Delineamentos nao equilibrados

Quando o delineamento da ANOVA a um Factor n&o € equilibrado (isto
é, existe diferente numero de observacdes nos varios niveis do factor),
os teste/ICs de Tukey agora enunciados nao sio, em rigor, validos.

Mas, para delineamentos em que o desequilibrio no numero de
observacgdes nao seja muito acentuado, € possivel um resultado

aproximado, que a fungao TukeyHSD do @®@ Incorpora.
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Analise de Residuos na ANOVA a 1 Factor

A validade dos pressupostos do modelo estuda-se de forma idéntica ao que
foi visto na Regressao Linear, tal como os diagnosticos para observacdes
especiais. Mas ha algumas particularidades.

Numa ANOVA a um factor, os residuos aparecem empilhados em k colunas
nos graficos de e; vs. yj;, porque qualquer valor ajustado y; =y, € igual para
observagdes num mesmo nivel do factor.

Este padrao nao corresponde a qualquer violacdo dos pressupostos do
modelo.

Por outro lado, todas as observacées dum mesmo nivel do factor teréao
idéntico efeito alavanca, igual a nl, Sobretudo no caso de delineamentos
equilibrados, isto torna os graficos de efeitos alavanca pouco uteis neste
contexto.
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Analise de Residuos na ANOVA a 1 Factor (cont.)

Padrao de residuos numa ANOVA a 1 Factor.

Grafico de residuos nos lirios
> plot(aov(Sepal.Width ~ Species, data=iris), which=1, pch=16)

Residuals vs Fitted

1.0

0.5

Residuals
0.0
|
[ ] 0.0...[...000
[ ] OL.. [ ]

-1.0 -0.5
|

Fitted values
aov(Sepal.Width ~ Species)

Estes graficos continuam a ser uUteis para validar o pressuposto de
homogeneidade de variancias dos erros aleatorios.
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ViolacOes aos pressupostos da ANOVA

As n; repeticdes em cada um dos k niveis do factor, permitem testar
formalmente se as variancias dos erros aleatorios diferem entre os niveis do
factor (testes de Bartlett ou de Levene, que ndo sdo dados).

Violacdes aos pressupostos do modelo nao tém sempre igual gravidade.
Alguns comentarios gerais:

@ O teste F da ANOVA e as comparacdes multiplas de Tukey séo
relativamente robustos a desvios a hipotese de normalidade.

@ As violacdes ao pressuposto de variancias homogéneas sao em geral
menos graves no caso de delineamentos equilibrados, mas podem ser
graves em delineamentos nao equilibrados.

@ A falta de independéncia entre erros aleatérios € a violagcdo mais grave
dos pressupostos e deve ser evitada, o que € em geral possivel com um
delineamento experimental adequado.
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Uma adverténcia

Na formulacgao classica do modelo ANOVA a um Factor, e a partir da
equacao-base
yij:H‘|‘OCi+3ija \V/I,j

em vez de impor a condig¢ao o = 0, imp0e-se a condicao ,; o; = 0.

Esta condicao alternativa:

@ Muda a forma de interpretar os parametros (1 € agora uma espécie de
meédia geral de Y e ¢; 0 desvio da média do nivel i em relacédo a essa
meédia geral);

@ Muda os estimadores dos parametros.

@ Nao muda o resultado do teste F a existéncia de efeitos do factor, nem
a qualidade global do ajustamento.
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Delineamentos factoriais a dois factores

Vamos agora considerar delineamentos experimentais com dois factores.

A existéncia de mais do que um factor pode resultar de:

@ pretender-se realmente estudar eventuais efeitos de mais do que um
factor sobre a variavel resposta;

@ a tentativa de controlar a variabilidade experimental.

Historicamente, a segunda situacao corresponde a designacao blocos. Na
primeira fala-se apenas em factores. Mas sao situacdes analogas.
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Um exemplo

Pretende-se analisar o rendimento de 5 diferentes variedades de trigo.
Os rendimentos sdo também afectados pelos tipo de solos usados.

Nem sempre € possivel ter terrenos homogéneos numa experiéncia.
Mesmo que seja possivel, pode nao ser desejavel, por se limitar a validade
dos resultados a um unico tipo de solos.

Admita-se que estamos interessados em quatro terrenos, com solos
diferentes. Cada terreno pode ser dividido em cinco parcelas viaveis para o
trigo, tendo-se ao todo 20 parcelas.

Em vez de repartir aleatoriamente as 5 variedades pelas 20 parcelas, €
preferivel forcar cada tipo de terreno a conter uma parcela com cada
variedade. Apenas dentro dos terrenos havera casualizacao.
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Um exemplo (cont.)

A situacao descrita no acetato anterior € a seguinte:

Terreno 1

Terreno 2

Terreno 3

Terreno 4

Var.1 | Var.3 | Var4 | Var.5 | Var.2
Var4 | Var.3 | Var.5 | Var.1 | Var.2
Var.2 | Var4 | Var.1 | Var.3 | Var.5
Var.5 | Var.2 | Var4 | Var1 | Var.3

Houve uma restricao a casualizacao total: dentro de cada terreno ha

casualizagao, mas obriga-se cada terreno a ter uma parcela

associada a cada nivel do factor variedade.

A situacao agora descrita corresponde a ter introduzido um segundo

factor, o factor terreno. Neste exemplo temos um delineamento

factorial a dois factores (two-way ANOVA), sendo um dos factores a
variedade de trigo e o outro o tipo de solos.
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Representacio delineamento factorial (2 factores)

Um delineamento factorial € um delineamento em que ha observacodes para

todas as possiveis combinagdes de niveis de cada factor.

Factor B
Niveis B1 Bz B3 Bb
Aj X X X | X X X | XX X X X X
As X X X | X X X | X X X X X X
FACTOR A Aj X X X | X X X | X X X X X X
Az X X X | X X X | XXX X X X

Atencao: Esta esquematizacdo nao corresponde a qualquer organizacao espacial.

Célula: cruzamento dum nivel dum Factor com um nivel do outro Factor.
Corresponde a uma situacao experimental. Nesta esquematizacao, ha ab
celulas, cada uma com 3 observacoes.
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Modelos ANOVA a 2 Factores: notacao

Admita-se a existéncia de:
@ Uma variavel resposta Y/;
@ Um Factor A, com a niveis;
@ Um Factor B, com b niveis;

@ n observacgdes, com pelo menos uma em cada uma das ab situagoes
experimentais (células).

O numero de observacdes na célula correspondente ao nivel i do factor A, e
J do factor B é representado por nj.

a b
O numero total de observagbes é: n=3% Y n.
i=1j=1
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Notacao
Cada observagao da variavel resposta e identificada com trés indices,
Yiik
onde:
@ /indica o nivel i do FactorA (i=1,2,...,a).

@ jindica o nivel j do FactorB (j=1,2,...,b).

@ k indica a repeticdo k na célula (i,j) (k=1,2,...,n;).

Delineamento equilibrado

Se o numero de observagoes for igual em todas as celulas, nj=n¢, Vi,J,
estamos perante um delineamento equilibrado.

Estudaremos dois diferentes modelos ANOVA para um delineamento
factorial com 2 factores.
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Modelo ANOVA a 2 factores (sem interaccao)

Um primeiro modelo prevé a existéncia de dois diferentes tipos de efeitos
associados aos niveis de cada factor. Admite-se que o valor esperado de
cada observagao Yy € da forma:

O parametro u € comum a todas as observacoes.

Cada parametro «; € um acréscimo que pode diferir entre niveis do Factor A,
e € designado o efeito do nivel / do factor A.

Cada parametro [, € um acréscimo que pode diferir entre niveis do Factor B,
e é designado o efeito do nivel j do factor B.

Admite-se que todos estes parametros sao constantes.

Admite-se que a variacao de Y, em torno do seu valor medio € aleatoria e
dada por um erro aleatorio aditivo, g, (com E|g;] = 0):

Yik = W+ o+ B+ gk
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As variaveis indicatrizes de nivel de cada factor

A equacao de base do modelo ANOVA a 2 factores (sem interaccao) também
pode ser escrita na forma vectorial, recorrendo a variaveis indicatrizes de

pertenca a cada nivel de cada factor.

Y o vector aleatdrio n-dimensional com a totalidade das
observagdes da variavel resposta.

1, o vector de n uns.

#,. avariavel indicatriz de pertencga ao nivel i do Factor A.
fBj a variavel indicatriz de pertenca ao nivel j do Factor B.

€ o vector aleat6rio dos n erros aleatorios.
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A equacao-base em notacao vectorial (cont.)

Se se admitissem efeitos para todos os niveis de ambos os factores, temos a
equacao-base:

Y = an + 0613&,41 + O‘Z}Az + ... + O‘a}Aa + ﬁ1331 + ﬁZ}Bz + ... + ﬁb}Bb—l—E

A matriz do modelo X definida com base nesta equac;ao teria como colunas
os vectores 1,, fA1, fAZ, . an, fB1, fBz, . JB

b*

Nessa matriz haveria dependéncias lineares por duas diferentes razdes:

—

@ a soma das indicatrizes do Factor A daria a coluna dos uns, 1;;

@ a soma das indicatrizes do Factor B daria a coluna dos uns, 1.

Agora, sao necessarias duas restricoes aos parametros, nao podendo
estimar-se parametros o; e f; para todos os niveis de cada Factor.
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A matriz X sem

restricoes no modelo

l—> a = -

Ao o

o oo

o oo

0
0
0

o oo

—_—

0

0

T—»
jB

1

0
0
1

o oo

A exclusao da coluna 1, nao resolve o problema.

J. Cadima (ISA - ULisboa)
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Equacao em notacao vectorial, com restricOes

Excluimos da equacdo do modelo as parcelas associadas ao primeiro nivel
de cada Factor, isto €, impdem-se as duas restricoes:

0 = 0 © 181 =0 )
0 que corresponde a excluir as colunas £ 4, e £ g, da matriz X.

A equacao-base do modelo ANOVA a 2 Factores, sem interaccéo, fica:

Y = ulh + b, + ..+ 0t + B2Fy + .. + PpFy +E

O parémetro u fica o valor esperado das observacgdes na célula (1,1):

Y11k = L+ €11k = E[Y11k] =1 =u11 .
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A matriz do delineamento na ANOVA a 2 Factores
(sem interaccio), com as restricoes oy =0¢€ B4=0

- o .. ol o .. o

1 o . o/l o .. o

1 0 0o | 1 0

1 0 o | o 1

1 0 0| o 1

1 1 o | o 0

1 1 0| o 0

1 1 o | o 0
X = ) )

1 1 0o | o 1

1 1 o | o 1

1 0 1 0 0

1 0 1 0 1

1 0 1 0 1

Tq I HT t Tﬁ

T 7, Fpy s, Fg,
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O modelo ANOVA a dois factores, sem interaccao

Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, sem interaccao

Existem n observagdes, Yy, nj das quais associadas a célula (/,j)
(i=1,...,a;j=1...b). Tem-se:

@) Y,'jk = U11 —I—OC,'—I—ﬁj—I—E,'jk , Vi=1,...,a; j=1,..b; k=1,..,n; (061 =0; 1 :0)
e Ejjk /V(O,GZ), Vi,j,k

© {ejx}ijx v.a.sindependentes.

O modelo tem a+ b — 1 parametros desconhecidos:
@ 0 parametro l44;

@ 0os a—1 acréscimos ¢; (i >1); e
@ os b—1 acréscimos ; (j >1).
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Testando a existéncia de efeitos

Um teste de ajustamento global do modelo tem como hipotese nula
que todos os efeitos, quer do factor A, quer do Factor B sdo
simultaneamente nulos, mas nao distingue entre os efeitos de cada

factor.

Mais util sera testar separadamente a existéncia dos efeitos de cada
factor. Seria util disp6r de dois testes, para as hipoteses:

@ Testel: Hy:0,=0, Vi=2,..a;
@ Testell: Hpy: ﬁj =0, V/=2,..,b.
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Teste aos efeitos do Factor B

O modelo ANOVA a 2 Factores, sem interac¢ao (Acetato 306) tem equacgao
vectorial:

Y = ulh + 0F, + .+ b, + BoFy + . + Pp Iy +E

Sendo um Modelo Linear pode-se aplicar a teoria conhecida para este tipo
de modelos e testar as hipoteses:

Ho:Bi=0, Vj=2,..,b VS. Hqi:3j talquef; #0,
através dum teste F parcial comparando o modelo completo
(Modelo My, ) Yik = H11+ 06+ B+ &k
com o submodelo de equacao de base

(Modelo Mp) Yik = W11+ 0+ gk ,

que € um modelo ANOVA a 1 Factor (factor A).
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A construcao do teste aos efeitos do Factor B

Assim,

@ Ajusta-se o modelo completo M, g € o submodelo My.

@ Obtém-se as respectivas Somas de Quadrados Residuais, que
designamos SQRE, . g e SQRE,.

@ Efectua-se o teste F parcial indicado. A estatistica de teste é:

=SQB

7\

SQRE, —SQREa. 5

| B — ~ QMB
(Efeitos Factor B) F = SQRE, 5 ~ QMRE
n—(a+b—1)

. __S@B __ SQREA—SQREA+B
definindo QMB = =7 = — .

@ F tem distribuicao F[b_1 n—(at+b—1)] sob Hj : ﬁjZO, vJ.
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A construcao do teste aos efeitos do Factor A

Consideremos também um teste aos efeitos do Factor A, definido de forma

um pouco diferente.

Defina-se:
@ SQA = SQF,, a Soma de Quadrados do Factor no Modelo My;
@ QMA = 2% o Quadrado Médio do Factor no Modelo My;

a—17

@ SQRE, g e QMRE = ns_cfffg‘f?), como antes.

E possivel provar que, caso o; = 0, Vi=2.....a, a estatistica

- QMA ol
QMRE SQREA+B
n—(a+b—1)

tem distribuigéo F(a_1 n—(at+b—1))-

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24

310/392



O Teste F aos efeitos do factor A

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores, sem interaccao:

Teste F aos efeitos do factor A
Hipoteses: Hy : o = 0 vi=2..a vs. Hi:3i=2..atq 0 # 0.

[ANAOAFECTAY] vs.  [AAFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = e —~ Fa_1n_(atb_1)) Se Ho.

Nivel de significancia do teste: «
Regido Critica (Regiao de Rejeicdao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Feaic > fa(a—1,n—(a+b—1))

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24 311 /392



O Teste F aos efeitos do factor B

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores, sem interaccao:

Teste F aos efeitos do factor B
Hipoteses: Hp : B =0 wj=2..p vs. Hi:3=2.btq fj #0.

[BNAOAFECTAY] vs.  [BAFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = S — F(b_1.n_(a+b-1)) Se Ho.

Nivel de significancia do teste: «
Regido Critica (Regidao de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Fcaic > foc(b—1,n—(a—|—b—1))
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A nova decomposicido de SQT

Tendo em conta as Somas de Quadrados antes definidas, tem-se:

SQB = SQRE,— SQRE,. 5
SQA = SQF, = SQT — SQRE,

Somando estas SQs a SQRE,. g, obtém-se:

A decomposicao de SQT
SQA+ SQB+ SQREp. 5 =SQT

y

gue € uma nova decomposicao de SQT, em trés parcelas, associadas
ao facto de haver agora dois factores com efeitos previstos no modelo,
mais a variabilidade residual.
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Quadro-resumo ANOVA a 2 Factores (sem interacgao)

Fonte g.l. SQ QM frntc
Factor A a—1 SQA = SqQF, QMA = % Q%ﬁ\t_
Factor B b—1 SQB=SQRE,—SQRE.g QMB = % _QQI\/I)/II?BE

Residuos | n—(a+b—1) SQRE =SQRE4, 5 QMRE = n_(Sgﬁ)E_ 7

Total n—1 SQT = (n—1)sf, _ _
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ANOVA a dois Factores, sem interaccao no ®

Para efectuar uma ANOVA a dois Factores (sem interacg¢ao) no @R,
convém organizar os dados numa data.frame com trés colunas:

@ uma para os valores (numéricos) da variavel resposta;
@ outra para o factor A (com a indicacdo dos seus niveis);
@ outra para o factor B (com a indicacdo dos seus niveis).

As formulas utilizadas no @ para indicar uma ANOVA a dois
Factores, sem interaccao, sao semelhantes as usadas na Regressao

Linear com dois preditores, devendo o nome dos dois factores ser
separado pelo simbolo +:

J. Cadima (ISA - ULisboa)
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Um exemplo classico: os rendimentos de cevada

O rendimento de a=>5 variedades de cevada (manchuria, svansota, velvet, trebi e
peatland) foi registado em b =6 diferentes localidades . Em cada localidade foi
semeada (com casualizacdo) uma parcela com cada variedade (n=30).

> summary(aov(Y1l ~ Var + Loc, data=immer))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
Var 4 2756.6 689.2 4.2309 0.01214 =
Loc 5 17829.8 3566.0 21.8923 1.751e-07 *x*x*
Residuals 20 3257.7 162.9

Ha indicacao de efeitos significativos (ao nivel ¢ =0.05) entre variedades e muito
significativos entre localidades. Num modelo ignorando os efeitos de localidades,
desaparecia a significancia dos efeitos de variedade:

> summary(aov(Y1l ~ Var, data=immer))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Var 4 2756.6 6389.2 0.817 0.5264
Residuals 25 21087.6  843.5

a Dados em Immer, Hayes e LeRoy Powers, Statistical adaptation of barley varietal adaptation, Journal of the

American Society for Agronomy, 26, 403-419, 1934.

y
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Trocando a ordem dos factores

Atencao: A forma como foram definidas as Somas de Quadrados de cada
factor é diferente: SQB = SQREj, — SQREp, 5 € SQA = SQF,.

A troca do papel dos factores A e B produz resultados diferentes em
delineamentos nao equilibrados. Designando por Mg o0 modelo ANOVA a um
factor, mas apenas com o factor que temos chamado B, tem-se:

SQB — SQFz — SQT — SQREx
SQA = SQREs-— SQREa.s.

Continua a ser verdade que SQT se pode decompor na forma
SQT = SQA+SQB+ SQRE4 5 .

Justificam-se testes analogos aos dos acetatos 311 e 312.

Mas as duas formas alternativas de definir SQA e SQB apenas produzem
resultados iguais no caso de delineamentos equilibrados, pelo que s6 nesse
caso a ordem dos factores € arbitraria. (Ver também o Ex. ANOVA 9)

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24 317 /392



As varias médias amostrais

Sejam, num delineamento equilibrado:

Y ;.. a media amostral das bn. observacdes do nivel i do

. b nc
Factor A, Y. = ijk
_/ 1k=1
V.j. a media amostral das an; observacdes do nivel j do
_ a nc
FactorB, Y,=--3 Y Yj
°i=1k=1
Y .. a média amostral da totalidade das n = abn,
a b n¢
observacoes, . 2 > 2 Yik.
/_1j 1k=1
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SQA e SQB em delineamentos equilibrados

Num delineamento equilibrado, SQA é igual a Soma de Quadrados do Factor
(SQF,4) do Modelo My, apenas com o Factor A (acetato 310).

Nesse modelo, os valores ajustados sao \A/,-jk =Y, (acetato 266). Assim,
num delineamento equilibrado, tem-se:

(Yi.—Y..)> = SQA.

W
QO
N
|
Mo
Mo
NgE
<
<
|
<]
%
|
(@
S
(@)
Mo

Da mesma forma, num delineamento equilibrado, SQB é a Soma de
Quadrados do Factor (SQFg) do Modelo Mg, apenas com o Factor B. Nesse
modelo, os valores ajustados séo Y, = Y ;, logo:

a b ng R . b L L
SQFg = Y3 N (Y —Y.)> = an.- > (Y, —Y.)* = SQB.
i=1j=1k=1 J=1
=Y

J-
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Formulas para delineamentos equilibrados (cont.)

Se o delineamento € equilibrado, ou seja, n; = n¢, Vi,j , tem-se:
o [:\L11 — V*]‘l‘?*]—?
Yi.—Yi.

o 66,' — Y,‘..
o Bj = YJ—Y»I

Tendo em conta a equacao base do Modelo, os valores ajustados de
cada observacao dependem apenas das medias dos respectivos
niveis em cada factor e da média geral de todas as observacdes:

/\

Yik = Du+6+p = Yi+Y,-Y. , Vijk

Aviso: Ao contrario do que sucede na ANOVA a um factor, os valores
ajustados Y ndo s&o a media das observagdes de Y na célula (/,/).
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O quadro-resumo da ANOVA a 2 Factores
(sem interaccao; delineamento equilibrado)

Fonte g.l. SQ QM foalc
Factor A a—1 SQA:an.é1 (Vi —7..) QMA — % %
Factor B b—1 SQB =anc -é v, -v.)> | au=35% | auB
Residuos | n—(a+b—1) SQRE:é é krg ik —(V:. Y, —7...)]2 QMRE = 228

Total n—1 SQT = (n-1)s; _ _

J. Cadima (ISA - ULisboa)
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A interpretacao dos parametros

A interpretacao do significado dos parametros do modelo depende da

convencao usada para resolver o problema da multicolinearidade das
colunas da matriz X.

Vejamos a interpretacao dos parametros resultante da convencao
O = [31 = 0.

Uma observacgéo de Y efectuada na célula (1,1), correspondente ao
cruzamento do primeiro nivel de cada factor, sera da forma:

Yitk =1+ 04 + Br +€11k = E[Yi1k] = ma
T =
=0 —0
O parametro 44 corresponde ao valor esperado da variavel resposta Y na
célula cujas indicatrizes foram excluidas da matriz do delineamento.
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A interpretacao dos parametros ¢;

Uma observacéo de Y efectuada na célula (i, 1), com i > 1 (cruzamento dum
nivel do factor A diferente do primeiro, com o primeiro nivel do Factor B) € da
forma:

Yitk =u11 + o + B1 + &k — i1 = E[Yik] = 1 + o
N~~~
—0

O parametro o; = 11 — 14 corresponde ao acréscimo no valor esperado da
variavel resposta Y associado a observacdes do nivel i > 1 do Factor A
(relativamente as observacdes do primeiro nivel do Factor A), quando j=1.
Designa-se o efeito do nivel /i do factor A.
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Interpretacao dos parametros o;

Tabela com médias populacionais de célula (situacao experimental):

Factor B
Niveis B B, Bsj . By
A H11 diz | 3 | e | wap
Ao Hoq = U141+ 00 | pop | paz | --- | uop
FACTOR A A3 M31 = H11 + 03 | usp | w3z | --- | usp
Aa Ha1t = H111T0a Ha2 Ha3 “ee Hab
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A interpretagédo dos parametros f3;

Uma observacéo de Y efectuada na célula (1,), comj > 1 (cruzamento do
primeiro nivel do factor A com um nivel do Factor B diferente do primeiro) é
da forma:

Yik =1 + ou + B + € — iy = E[Yqx] = tq + B
N
0

O parametro f; = u4; — 141 corresponde ao acréscimo no valor esperado da
variavel resposta Y associado a observacdes do nivel j do Factor B
(relativamente as observacées do primeiro nivel do Factor B), quando /i =1.
Designa-se o efeito do nivel j do factor B.
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Interpretagéo dos parametros f5;

Tabela com médias populacionais de célula (situacao experimental):

Factor B
Niveis B; B> B3 ‘o By
A Uqq | 2=+ | M3=H11+P3 | ... | Lp=U11+Pp
Ao Ha1 122 k23 . Hab
Factor A3 31 132 133 e U3p
A
Aa Ug1 Ug2 Ua3 <o Hap
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Observacbes de Y no caso geral

Mas este modelo € pouco flexivel: ndo existem mais parametros e os valores
esperados nas restantes células ja estao fixados.

Para observacdes de Y efectuadas numa célula genérica (i,j), comi > 1e
j>1, tem-se:

Yik =HM11 + 0 + [ + &k — Hij = ElYii] = pae + o + B

Todas as parcelas destes valores esperados de Y ja foram usados. Nao ha
flexibilidade para descrever as medias de células comi > 1ej > 1.

Um modelo sem efeitos de interaccao é utilizado sobretudo quando existe
uma unica observagéo em cada célula, i.e., nj =1,V i,j.
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Modelos com interaccao

Um modelo ANOVA a 2 Factores, sem interaccao, foi considerado para um
delineamento factorial, isto €, em que se cruzam todos os niveis de um e
outro factor. Mas trata-se dum modelo pouco flexivel.

Na presenca de repeticoes nas células, a forma mais natural de modelar um
delineamento com dois factores € a de prever a existéncia de um terceiro tipo
de efeitos: os efeitos de interaccao.

A ideia e incorporar na equacgao base do modelo para Y, uma parcela (ocﬁ),-j
gue permita que em cada célula haja um efeito especifico associado a
combinacao dos niveis / do Factor A e j do Factor B:

Yik = u+oi+ i+ (aB);+ €k .
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Os valores esperados de Y (modelo com interacgao)

Vamos admitir as seguintes restricdes aos parametros:
ar=0 ; B1=0 ; (aBf)y=0,Vj ; (aB)i1=0,Vi.

Tem-se, a partir da equagéo Y, = u+ o+ i+ (o) + gk
@ Para a primeira célula (i =j=1): u11 = E[Y11x] = u.

@ Nas restantes células (1,j) do primeiro nivel do Factor A:
H1j = E[Yaj] = pa1 + ;.

@ Nas restantes células (i,1) do primeiro nivel do Factor B:
uin = E[Yj1k] = 11 + o

@ Nas células genéricas (i,j), comi>1ej>1,
Wi = E[Yik] = ta1 + o+ B+ (aB) .

Os efeitos o; e f; designam-se efeitos principais de cada Factor.
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Os valores esperados de Y, (modelo com interacgao)

Efeito das restrigbes oy =0; 1 =0; (aff)j =0sei=1o0uj=1:

Factor B
Niveis B1 52 83 x a Bb
Aq XXX [ XXX | XXX | ... | XXX
A, X XX [ XXX | XXX |[...] XXX
FACTOR A Aj XXX | XXX [ XXX |[...]XxXxX
Az XXX | XXX | XXX |...] XXX

As observacgdes que nao estdo associadas a A4 (primeira linha) tém efeitos ;.

As observagbes que nao estdo associadas a B¢ (primeira coluna) tém efeitos f3;.

As observacgdes que nao sao da primeira coluna nem da primeira linha tém efeitos de

interacgao (o).
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O modelo ANOVA a dois factores, com interaccao

Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, com interaccao (Modelo My..g)

Existem n observacgoes, Yy, nj; das quais associadas a celula (i,))
(i=1,....a;j=1,....b). Tem-se:

Q Vik = w1+ +Bi+(af)jtEk, Viml.a;j=1..b;k=1..n;
(01=0; B4=0; (aB);=0 , se i=1 ¢/ou j=1).

e Ejjk JV(O,GZ)

© {&jx}ijx v.a.sindependentes.

O modelo tem ab parametros desconhecidos:
@ a 1 média da célula de referéncia, 114;
@ os a—1 acréscimos o; (I > 1);
@ os b—1 acréscimos f§; (j > 1); e

@ os (a—1)(b—1) efeitos de interacgéo («f3);, parai >1,j > 1.

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24 331/392




Variaveis indicatrizes de célula

A versao vectorial da equacao do modelo com interacgao associa 0s novos
efeitos (af3); a variaveis indicatrizes das respectivas células.

A equacao-base do modelo ANOVA a 2 Factores, com interacgao, é:

—

Y = an + 0623,42 + ...+ OCaZAa + [32}52 + ...+ ﬁb}8b+
+ (OCB)ZZJAZBZ + (aﬁ)23}A2:B3 + ..+ (O‘B)abjAa:Bb + €

onde fA,;Bj representa a variavel indicatriz da célula correspondente ao
nivel i do Factor A e nivel j do factor B.

Este modelo com ab parametros € designado modelo M.z J
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Modelo ANOVA a 2 factores, com interaccao (cont.)

A matriz X do delineamento é agora constituida por ab colunas:
@ uma coluna de uns, 1,, associada ao parametro (111.

@ a—1 colunas de indicatrizes de nivel do factor A, .# 4, (i > 1),
associadas aos parametros o;.

@ b—1 colunas de indicatrizes de nivel do factor B, ﬁBj, G>1),
associadas aos parametros f3;.

@ (a—1)(b—1) colunas de indicatrizes de célula, 3/\/:5], (i, > 1),
associadas aos efeitos de interacgéo (of3);.

Como em modelos anteriores, Y = HY, sendo H a matriz gue projecta

ortogonalmente sobre o espacgo %' (X) gerado pelas colunas desta matriz X.
a b N

E também, SQREA*B— > D 2( ik — Y,'jk)z.
I=1j=1k=1
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Os trés testes ANOVA

Neste delineamento, desejamos fazer um teste a existéncia de cada
um dos trés tipos de efeitos:

@ Teste l: Hy: (xp)j=0, Vi=2,..,a,Y=2,..,b;
@ Testell: Hy: =0, Vi=2,...a;e
@ Testelll: Hy: B =0, Vj=2,...,b.

As estatisticas de teste para cada um destes trés testes obtém-se a
partir da decomposicao da Soma de Quadrados Total (ou seja, da
analise da variancia) em parcelas convenientes.

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24 334 /392



Testando efeitos de interaccao
Para testar a existéncia de efeitos de interaccao,
Ho : (¢B); =0, Vi=2,...,a,v/=2,..,b,
pode efectuar-se um teste F parcial comparando o modelo
(Modelo Ma,g) Yik = 11+ o+ B+ (aB)ii + €k
com o submodelo sem efeitos de interacgao

(Modelo Ma_ g) Yik = M1+ o+ B+ gk

Designa-se Soma de Quadrados associada a interaccao a diferenca

SQAB = SQREa.g— SQREx.s
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Testando os efeitos principais de cada Factor

Para testar os efeitos principais dos Factor B (Hy : 3;=0, Vj=2,....b ) e do
Factor A (Hy: «;=0, Vi=2,...,a ) pode partir-se dos modelos

(Modelo Ma_ g) Yik = M11+ 05+ P+ g
(Modelo My) Yik = H11+ i+ gk

Defina-se:

SQB = SQRE,;— SQREs.g
SQA = SQF, = SQT — SQRE,

y

Nota: Estas duas Somas de Quadrados definem-se da mesma forma que no
modelo sem efeitos de interaccio.
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A decomposicdo de SQT

Definimos :

SQAB = SQREs.5— SQREa.s
SQB = SQREs— SQREgs.g
SQA = SQF, = SQT — SQRE,

Somando estas Somas de Quadrados a SQRE .5, obtém-se:

SQT = SQRE,.5+ SQAB+SQA+ SQB J

Esta decomposicdo de SQT gera as quantidades nas quais se
baseiam as estatisticas dos trés testes associados ao Modelo My.5.
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O quadro-resumo

Com base na decomposicao do acetato 337 podemos construir o quadro
resumo da ANOVA a 2 Factores, com interaccio.

Fonte g.l. SQ QM foalc
_ SQA QVIA

Factor A a—1 SQA QMA = 2=% QMRE
__ SQ@B QMB

Factor B b—1 SQB QMB = =% OVRE

Interacgéo | (a—1)(b—1) SQAB QMAB = (6_38&8_1) %

Residuos n—ab SQRE QMRE = S9RE

Total n—1 SQT:(n_1)S§ _ _

Os graus de liberdade de cada tipo de efeito sdo o numero de parametros
desse tipo que sobram apds a imposicao das restricoes.

Como em qualquer modelo linear, os graus de liberdade residuais sdo o
numero de observacgdes (n) menos o numero de parametros do modelo (ab).
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O Teste F aos efeitos de interaccao

Sendo valido o Modelo ANOVA a dois factores, com interaccao:

Teste F aos efeitos de interaccao
Hipoteses: Hp : (af); =0 Vi,j vs. Hi:3ijuq (af); # 0.
[INAO HA INTERACCAO] vs. [HA INTERACGAQ]
Estatistica do Teste: F = % ~ F((a—1)(b—1),n—ab) S€ Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regido de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se : 2]
Fca/c > foc((a—1)(b—1),n—ab)
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O Teste F aos efeitos principais do factor A

Sendo valido o Modelo ANOVA a 2 factores com interaccao tem-se:

Teste F aos efeitos principais do factor A

Hipoteses: Hy : o =0 vi=2,..a VvS. Hq:3i=2.atq o # 0.

[AEFEITOSDEA]  vs.  [3EFEITOS DE A]
Estatistica do Teste: F = giyer — Fa—1n-ab) se Ho.

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regido de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se : s
Fca/c > foc(a—’l,n—ab)
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O Teste F aos efeitos principais do factor B

Sendo valido o Modelo ANOVA a 2 factores com interaccao tem-se:

Teste F aos efeitos principais do factor B

Hipoteses: Hp : B =0 vj=2..b vs. Hi:3=2.btq [ # 0.

[AEFEITOSDEB]  vs.  [3 EFEITOS DE B]
Estatistica do Teste: F = 2f>= —~ Fp_10-ab) se Ho.

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regido de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se : ;]
Fcaic > fo(b—1,n—ab)
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ANOVA a dois Factores, com interaccao no ®

Para efectuar uma ANOVA a dois Factores, com interaccao, no @,
organizam-se os dados de forma igual a usada para o modelo sem
Interacgao: uma data.frame com trés colunas:

@ uma para a variavel resposta;
@ outra para o factor A;

© outra para o factor B.

As formulas utilizadas no @ para indicar uma ANOVA a dois Factores, com
interacgao, recorrem ao simbolo x:

y ~ fA x fB

sendo y o0 nome da variavel resposta e £A e £B os nomes dos factores.
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Estimacao da interaccao necessita de repeticoes

Para se poder estudar efeitos de interaccéo, € necessario que haja
repeticOes nas células.

Os graus de liberdade do SQRE neste modelo sdo n— ab. Se houver uma
unica observacao em cada célula, tem-se n = ab, ou seja, tantos parametros
guantas as observacgoes existentes. Nesse caso, nem sequer sera possivel
definir o Quadrado Médio Residual, QURE.

Num delineamento com uma unica observacao por célula € obrigatorio optar
por um modelo sem interaccao.

Havendo repeticdes, € mais natural considerar um modelo com interaccao e
deixar que a conclusao sobre a existéncia, ou ndo, desse tipo de efeitos
resulte do estudo do modelo.

Nao constando do modelo, eventuais efeitos de interaccao irao inflacionar a
variabilidade residual, nao explicada pelo modelo.
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Valores ajustados de Y no modelo com interaccao

As médias ja definidas no estudo do modelo a dois Factores, sem efeitos de
interaccgao, (acetato 318):

Y.. - nivel i do Factor A;
Y ;. - nivel j do Factor B;

Y.. - global;

acrescentam-se agora as médias de cada célula:

Njj

:_Zyljk

Njj k=

Os valores ajustados Yj; s&o iguais para todas as observagoes numa
mesma ceélula, e sdo dados pela média amostral da célula:

y
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Estimadores de parametros

Os estimadores dos parametros num modelo ANOVA a 2 Factores, com
interaccao, sao dadas pelas quantidades amostrais correspondentes as
definicGes populacionais de cada parametro (ver acetato 329):

@ u=ppn = =0 ="Yn
@ oj=up—p11 = & = Yir.— Y1 (1>1)
@ fBi=uj—uyqg = ﬁAj — 71/-_711- v>1)
@ (af)j=Mj—pri— o — B = Wj+H11— Mt —
~ ~—
=Hi1 =BT =pqj—Uqq
= (aB)j=(Yj+Y11)=(Yir.+Yq)  (i,j>1)

Intervalos de confianca ou testes de hipoteses para qualquer parametro
individual, ou combinacgdes lineares desses parametros, podem ser
efectuados utilizando a teoria geral do Modelo Linear.

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24 345 /392



Soma de Quadrados Residual

Como os valores ajustados correspondem as medias amostrais da célula
onde se efectuaram as observagoes, Yj, = Y , tem-se:

b a b _
SQRE = Y3 ¥ (Yik—Yi)? = X3 Y (Yik—Yi)?
~

k=1 i=1j=1k=1

a b
&  SQRE = Y N (nj—1)S;

sendo S,-jz- a variancia amostral das observagdes de Y na célula (/.j).

Num delineamento equilibrado, tem-se n = ncab, e o Quadrado Médio
Residual sera a média simples das variancias amostrais de célula, S,.jz-:

SQRE ne—1 & 2 > 2
MRE — _ St — S5 .
Q n_ab ab(ﬁc’zr) /;j; ’ ab I;j;
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Outras SQs para delineamentos equilibrados

Para delineamentos equilibrados (com n. observacgdes por célula) é
possivel obter igualmente formulas simples para as Somas de
Quadrados associadas aos efeitos principais de cada factor.

Estas formulas correspondem (tal como no modelo sem efeitos de
interaccao) as Somas de Quadrados associadas a cada factor, caso
se ajustasse (aos mesmos dados) um modelo ANOVA apenas com
esse factor:

a
SQA = bn. Y (Y, -Y.)?
=1

SQB

anc i (Y =Y.

j=1
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Um exemplo: Exercicio ANOVA 9

Dietas de leitdes

Variavel resposta: Coeficiente de Utilizagao Digestiva para a celulose (CEL).

Factor A: Fibra (a=2 tipos de fibra).

Factor B: Enzima (b=2 niveis — com e sem enzima na dieta).

Nas ab=4 situagbes experimentais ha n; =12 repeticdes (delineamento equilibrado).

> leitoes.aov <- aov(CEL ~ Fibrax*Enzima , data=leitoes)
> summary(leitoes.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Fibra 1 0.0239 0.02385 1.450 0.23500
Enzima 1 0.1376 0.13760 8.364 0.00593 *x*
Fibra:Enzima 1 0.0257 0.02567 1.560 0.21824
Residuals 44 0.7239 0.01645

y

Neste exemplo, apenas a adicado de enzima tem efeito significativo sobre o coeficiente

de utilizacao digestiva.
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Exemplo do Exercicio 9

Dietas de leitdes
Como a=b =2, ha apenas um efeito de cada tipo:

—

Y = uly + 09 Fa, + BoFp, + (0B)22Fn,B, + €
E facil sintetizar as conclusodes:

Teste I: Ho : 0o =0 p-value=0.23500 = Nao rejeitar Hy : cip =0
Teste Il: Ho : Bo=0 p-value=0.00593 = Optar por H4 : B> #0

Teste lll:  Hp:(af)22=0 p-value=0.21824 = Na&o rejeitar Hy : (af3)22=0

Enzima
sem com
Fibra | 1 A1 Uqo =11 + B2
2 | Upr=pqq+0  Hop=pqq+0o+ Bo+(af )20
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Comparacdes multiplas de medias de células

Havendo ab células, a comparacao das médias de cada par de células

envolve (%) comparagdes.

O numero potencialmente grande de comparacdes possiveis entre medias
de célula aconselha a utilizagao de metodos de comparacao multipla, que
permitam controlar globalmente o nivel de significancia do conjunto de testes
de hipoteses (ou grau de confianga do conjunto de intervalos de confianca).

O mais utilizado dos métodos de comparacao multipla esta associado ao
nome de Tukey. Foi ja introduzido no estudo de delineamentos a 1 Factor.
Adapta-se facilmente a comparacao multipla de médias de células.
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O Teste de Tukey

Teste de Tukey para médias de células

Admite-se que o delineamento é equilibrado, com n.; > 1 repeticoes em todas
as ab células.

Rejeita-se a igualdade das médias das células (i,j) e (i’,j'), a favor da
hipétese u;; # w1, se

QMRE

‘Vlj _ Vi’j’-‘ > CIoc(ab,n—ab) ‘ \/ 3
Nc

sendo g, ap.n—ab) O Valor que deixa a direita uma regiao de probabilidade o
numa distribuicao de Tukey com parametros k = ab (o0 numero total de
meédias de célula) e v =n— ab (os graus de liberdade associados ao QMRE).

y

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24 351 /392



Intervalos de Confianga para ; —

Intervalos de Confianca de Tukey

Com grau de confianga global (1 — o) x 100%, todas as diferencas de médias
de pares de células, pj; — U, estao em intervalos da forma:

] (VU _ }_/i/j/.) — Qo (ab,n—ab) \/ QA,f,’fE . (7,] —7,-//-/,) + Qo (ab,n—ab) \/W(/?E {

Conclui-se que u; # uyy se o intervalo correspondente a este par de células
nao contém o valor zero.
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Tukey no ®

A obtencao dos Intervalos de Confianca de Tukey no @®, para a diferenca da
meédia de células, no caso de um delineamento a dois Factores, é analogo ao
caso de um unico factor:

> TukeyHSD (aov(y ~ fA *x fB, data=dados))

oO@® produz também intervalos de confianca para as médias de nivel de
cada Factor isoladamente. Também pode ser usada a funcao HSD.test da
library(agricolae): > HSD.test(leitoes.aov, c("fA","fB"), console=TRUE)

E possivel representar graficamente estes Intervalos de Confianca
encaixando o comando anterior na fungio plot.
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Visualizacao grafica de efeitos de interaccgao

A existéncia de efeitos de interaccao em delineamentos factoriais a dois
factores transparece em graficos onde:

@ O eixo horizontal é associado aos niveis de um factor (e.g., fA);

@ no eixo vertical sdo indicados os valores meédios da variavel resposta Y
em cada célula;

@ para cada célula, indica-se um ponto cujas coordenadas sao
determinadas pelo nivel do primeiro factor e respectiva média de célula
da variavel resposta;

@ unem-se com segmentos de recta os pontos correspondentes a um
mesmo nivel do segundo factor (e.g., B).

A cada problema correspondem sempre dois possiveis graficos de
interaccao, pois é arbitraria a escolha de qual o factor associado ao eixo
horizontal, e qual o que define os pontos a serem unidos.
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Como ler os graficos de interaccao

Havendo interaccao, as linhas estarao longe de qualquer paralelismo
(exemplo a esquerda). A inexisténcia de interaccao significativa produz
linhas aproximadamente “paralelas” (exemplo a direita).
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A confirmacao da significancia dos efeitos de interacgao exige que se efectue
o respectivo teste F.
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Analise dos Residuos

A validade dos pressupostos do Modelo relativos aos erros aleatorios
pode ser estudada de forma analoga ao que foi visto para um
delineamento a 1 Factor.

Os residuos relativos a uma mesma célula aparecem em ab colunas
verticais num grafico de Ej vs. Yig.

A hipétese de heterogeneidade de variancias entre diferentes células
pode ser testada recorrendo a testes de hipoteses (como o Teste de
Bartlett), mas essa matéria nao sera leccionada.
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Uma adverténcia

Na formulacgao classica do modelo ANOVA a dois Factores, com interaccéo,
e a partir da equagéo-base Y = u+ o; + B+ (af); + gk, em vez de impor
as condicdes oy = B4 = (o)1 = (aff)1; = 0 (Vi,j), admitem-se as restrigbes:

@ >0 =0;
@ > B =0;
@ > (aB)j=0, Vi
@ > (ap);=0, Vi.

Estas condicGes alternativas:
@ mudam a forma de interpretar os parametros;
@ mudam os estimadores dos parametros;

@ nao mudam o resultado dos testes F a existéncia de efeitos.
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Delineamentos factoriais com varios factores

Um delineamento factorial (isto €, com observacdes para todas as
combinacdes de niveis de cada factor) pode ser definido com qualquer
numero de factores.

Num delineamento factorial a trés factores — A, B e C — cada observacgéao da
variavel resposta indexa-se com quatro indices: Yjy indica a observagao / no
nivel i do Factor A, nivel j do Factor B e nivel k do Factor C. A equacgao de
base para Y, prevé a existéncia de sete tipos de efeitos:

@ trés efeitos principais de cada factor, o;, 5 € .

@ trés efeitos de interaccao dupla associados a cada combinacio de
niveis de dois Factores diferentes: (of3);, (y)ik € (BY)j«-

@ um efeito de tripla interaccao para as células onde se cruzam niveis dos
trés factores: (o 37)i
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O modelo factorial a trés factores

A equacao de base do modelo € agora:

Yii = H111+ 04+ B+ Y+ (aB)j + (ay)ic +(BY)jk + (aBY)ik + ik -

A Soma de Quadrados Total € decomposta em oito parcelas: SQA, SQB,
SQC, SQAB, SQAC, SQBC, SQABC e SQRE, de forma analoga ao visto
antes.

Os graus de liberdade associados a cada tipo de efeito generalizam
conceitos anteriores.

Ha sete testes: um para cada tipo de efeitos. As estatisticas desses sete

testes sao todas do tipo QC;A’V,Q‘E, onde x designa o tipo de efeitos em questao.

As estatisticas desses testes terao, sob Hj, distribuicao F com graus de
liberdade dados pelos g.l. do numerador e do denominador,
respectivamente.
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Delineamentos hierarquizados

Delineamentos que, superficialmente, podem confundir-se com os
delineamentos factoriais sdo delineamentos com dois (ou mais) factores,
mas em que os niveis de um dos factores variam consoante os niveis do

outro factor.

Exemplo (do Segundo Teste, 2008/9). pretende-se estudar o indice de
desempenho (variavel resposta), em varias tarefas, de trés tractores de
diferentes modelos (factor A), cada um dos quais é conduzidos por quatro
tractoristas (factor B).

Se 0s mesmos 4 tractoristas conduzirem os 3 tractores, o delineamento é
factorial e aplicam-se os modelos antes considerados.

Mas se para cada modelo de tractor existir um grupo de quatro diferentes
tractoristas especializados (ao todo 12 tractoristas), o delineamento nao é
factorial, mas antes hierarquizado: so € possivel identificar os tractoristas
(niveis do factor B), apds especificar o tractor (nivel do factor A).
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Delineamentos hierarquizados (cont.)

Existe uma hierarquia dos factores: so6 identificamos os niveis de um factor
(factor subordinado) apos ter identificado o nivel do outro factor (factor
dominante) com que se trabalha.

Tractor Aq Tractor A, Tractor As
Tractorista A4 1 X - -
Tractorista A4 2
Tractorista A1 3
Tractorista A1 4
Tractorista Ao 1
Tractorista A2
Tractorista A3
Tractorista A)4
Tractorista A3 1
Tractorista A32
Tractorista A33
Tractorista A34

FACTOR A A Ag
(Tractor) A2

FACTOR B
(Tractorista)
g

1234 1 2 12 3 4

X XXX oo

oo P XXX

XIXIXIX ol oo o] o]

Um tal delineamento diz-se hierarquizado (nested, em inglés).
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Delineamentos hierarquizados (cont.)

Existe uma hierarquia dos factores: so6 identificamos os niveis de um factor
(factor subordinado) apos ter identificado o nivel do outro factor (factor
dominante) com que se trabalha.

Tractor Aq Tractor A, Tractor As
Tractorista A4 1 X - -
Tractorista A4 2
Tractorista A1 3
Tractorista A1 4
Tractorista Ao 1
Tractorista A2
Tractorista A3
Tractorista A)4
Tractorista A3 1
Tractorista A32
Tractorista A33
Tractorista A34

FACTOR A A Ag
(Tractor) A2

FACTOR B
(Tractorista)
g

1234 1 2 12 3 4

X XXX oo

oo P XXX

XIXIXIX ol oo o] o]

Um tal delineamento diz-se hierarquizado (nested, em inglés).

Um delineamento hierarquizado pode ser visto como um delineamento
factorial (muito) incompleto. Deixa de fazer sentido falar em efeitos de
interaccao entre os niveis de cada Factor.
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O modelo a 2 Factores, hierarquizados
Seja b; o numero de niveis do Factor B (folhas terminais do dendrograma),

subordinados ao nivel i do Factor A (ramo). b; pode ser diferente para cada
nivel i do factor dominante.
Cada observagéo é representada por uma v.a. com trés indices, Yijy:

I nivel do factor dominante (i =1, ...,a);

| nivel do factor subordinado (j = 1,...,b;);

k repeticao para a célula (/,j), comk =1,....n;.
A equacao base do modelo inclui efeitos de nivel do Factor A e efeitos de
nivel do factor B (subordinado):
Yik = 1+ 0+ Bjiy + €k

com oy =0 e Sy =0, Vi. Com estas restrigoes, 1 = [11.

Nao faz sentido falar em efeitos do nivel j do Factor B, sem especificar qual o
nivel do Factor A a que nos referimos. Nem faz sentido falar em efeitos de
Interaccao.
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Restricoes nos delineamentos hierarquizados

Cada ramo associado ao Factor dominante excepto o primeiro tem efeito ¢;.

Cada folha terminal associada ao Factor subordinado excepto a primeira de
cada ramo tem efeito f3;;y.

FACTOR A
(Tractor)

FACTOR B
(Tractorista) X

1.2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
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Os valores esperados de Y

Tem-se:
@ Para a primeira célula (i=j=1): E[Y11x] = 1 = 1.

@ Nas restantes células do primeiro nivel do Factor A (i =1;j > 1):
u1j = E[Y1jk] = w11 + Bj1)-

@ Nos restantes primeiros niveis do factor B (i > 1;j = 1):
w1 = E[Yitk] = 11 + 04

@ Nas células genéricas (i,j), comi>1ej>1,
wi = E[Yik] = 11 + o+ Bjiy-

Os efeitos o; e [y designam-se efeitos dos niveis de cada Factor.
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Variaveis indicatrizes e numero de parametros

Como em modelos anteriores, a cada parametro associa-se uma variavel
Indicatriz das observagdes correspondentes. Assim:

@ um parametro (14, associado a coluna de uns, 1,.

@ (a— 1) parametros «;, associados as indicatrizes Y a; de cada nivel / > 1
do Factor A.

a -

@ > (b;j—1) parametros f3;, associados as indicatrizes .# Bi(h de cada
i=1
nivel j > 1 do Factor B, parai=1,...,a.

O no. de parametros € igual ao no. de situacdes experimentais:

1+(a—1)+§a:(b,-—1):/’(+¢$—7(+§a:b;—}%:ib,-
i=1 i=1 /=

"——
=a

Se houver sempre b = b; niveis do Factor B, em cada nivel /i do Factor A,
havera ab parametros no modelo.
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O modelo ANOVA a dois factores, hierarquizados

Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, hierarquizados (Modelo My g)

Seja A o Factor dominante e B o Factor subordinado.
Existem n observagdes, Yiy, n; das quais associadas a célula (/,j)
(i=1,...,a; j=1,...,b;). Tem-se:

(01 =0; B1jy =0, Vi).
Q gy —~ #(0,0%), Vijk
© {ejx}ijx v.a.sindependentes.

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento Elsa Gongalves, 2023-24 366 / 392



Os dois testes ANOVA

Neste delineamento, pretende-se testar a existéncia de cada um dos
dois tipos de efeitos previstos no modelo:

@ Hy:0;=0, Vi=2,..,a;e
@ Hy: ﬁj(,’):O, Vi=1,....,.a e |=2,..Db.

As estatisticas de teste para cada um destes testes obtém-se a partir
da decomposicdo da Soma de Quadrados Total em trés parcelas,
correspondentes aos dois tipos de efeito e a variabilidade residual.

As Somas de Quadrados associadas a cada tipo de efeito definem-se
de forma analoga a usada em delineamentos anteriores.
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A decomposicdo de SQT

Para efectuar a decomposicdo da Soma de Quadrados Total, consideremos

0s modelos

(Modelo My ) Yik = 11+ 04+ Bjoiy + ik
(Modelo M) Yik = H11+ 04+ g

Designa-se Soma de Quadrados associada aos efeitos de B a
SQB(A) = SQREx— SQRE, g
e Soma de Quadrados associada aos efeitos de A a
SQA = SQF, = SQT — SQRE,
Juntamente com SQRE, g, tem-se:

SQT = SQA+SQB(A)+SQREx5
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Algumas formulas
Como SQA = SQF,4 (Modelo 1 Factor):

a b Nj a b o o
SQA = ZZZ Yijk — = > > n(Yi.-Y.)?.
i=1j=i k=1~~~ i=1j=i

=Yi.

a —
Num delineamento equilibrado, tem-se: SQA = n: Y, b (Y, — Y )?
i=1

No modelo a 2 factores hierarquizado também se tem:

N\ —

Yik = Yi.

Logo, a Soma de Quadrados Residual também é soma ponderada das

n

variancias de célula S? = 2 = Yi5)%

a bj Nj a bj
sore = 333 (Y §e = 330 08
i=1j=i k= ~ i=1j=i
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Graus de liberdade

Os graus de liberdade associados a cada tipo de efeito sdo dados por:

@ g./.(SQA)=a—1, o numero de parametros associados aos

efeitos de nivel de A.
a
@ 9./.[SQB(A)] = .21 (bj — 1), o numero de parametros associados
|=
aos efeitos de nivel de B.

a
@ g./.(SQRE)=n— .21 b;, o numero de observagbes menos o
|—=
numero total de parametros do modelo.
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Quadro-resumo da ANOVA a 2 Factores
hierarquizados

Fonte g.l. SQ QM foalc
_ SQA QMA
Factor A a—1 SQA QMA = 2=7 QMRE
a
Factor B(A) | S (b;—1) SQB(A) QMB(A) = SQBAL | QVB(A)
i=1 2 (bi=1)
a

Residuos | n— Y b, SQRE QMRE = SQRE.

i=1 n—73 b,

=1

Total n—1 SQT =(n—-1)Sy7 ~ -

J. Cadima (ISA - ULisboa)
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O Teste F aos efeitos do factor A (dominante)

Sendo valido o Modelo de ANOVA a 2 factores hierarquizados, tem-se:

Teste F aos efeitos do factor A (dominante)

Hipoteses: Hy : o = 0 vi=2...a vs. Hy:3i=2.atq o; # 0.

[FACTOR A NAO AFECTA] vs. [FACTOR A AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = g% — Fa1.n-5,6) seHo.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Feaic > foc(a—1,n—2,- b;)
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O Teste F aos efeitos do factor B (subordinado)

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores hierarquizado,

Teste F aos efeitos do factor B (subordinado)

Hipoteses: Hj : ﬁj(,-) —0 vj=2..b,i=1...a VS. Hq:3ijtaq Bj(,-) =+ 0.
[FACTOR B NAO AFECTA] vs. [FACTOR B AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = %XE\) ~ F(s.(b=1),n—3,b) s€ Ho.
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Feaic > fOC(Zi(bi_1)an_Zi b;)
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ANOVA a dois Factores hierarquizados no @®

Para efectuar uma ANOVA a dois Factores hierarquizados no ,
organizam-se os dados como nos anteriores modelos com dois
factores, ou seja, numa data.frame com trés colunas:

@ uma para a variavel resposta;
@ outra para o factor A;
@ outra para o factor B.

A formula utilizada no @ para indicar uma ANOVA a dois Factores
hierarquizados € semelhante as anteriores, mas com o nome dos dois
factores separado pelo simbolo /. Se o factor fA é dominante:

y ~ fA / fB
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Um exemplo

Exemplo de delineamento hierarquizado

No exemplo de tractores/tractoristas, o delineamento era equilibrado,
com n; = 5 observacdes em cada célula (situacdo experimental).

A tabela-resumo produzida pelo comando aov € a seguinte:

> summary(aov(indice ~ tractor/tractorista, data=tractores))
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

tractor 2 1696 847 .8 35.92 2.90e-10 *xx*x*
tractor:tractorista 9 2272 252.5 10.70 6.99e-09 *xx*xx
Residuals 48 1133 23.6

Neste caso, ha efeitos significativos dos diferentes tipos de tractores
sobre a variavel resposta, e tambem efeitos significativos dos
tractoristas que conduzem os tractores.
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ComparacOes multiplas de meédias

Caso se conclua pela existéncia de efeitos do factor subordinado, &

a
natural querer comparar medias da variavel resposta nas Y b,
=1
diferentes situacdes experimentais.

Comparacdes multiplas de Tukey podem ser efectuadas, caso o
delineamento seja equilibrado, isto &€, se houver o mesmo numero de
observagdes em cada situacao experimental.

Neste caso, os parametros da distribuicao de Tukey serao

a
@ 0 numero de situagdes experimentais, k = Y b;; e
i=1

a
@ o0s graus de liberdade associados ao QMRE, v =n— 3 b;.
=1
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Tukey — Um exemplo

Tukey com os dados dos tractoristas

Ha b1 + by + b3 =12 situagdes experimentais, logo (122) — 66 comparacgoes de pares
de médias dessas situagdes experimentais. O termo de comparacéo de Tukey para
diferencas de médias de célula é:

QMRE 4.85793
90.05(12,48) " |/ e = 4.856029 x Y. 10.55

As médias de célula sao:

> model.tables(tractores.aov, type="means")

[...]
tractorista

tractor 1 2 3 4
1 61.8 67.8 62.6 52.6
2 75.8 75.2 556.8 77.0
3 76.8 69.6 74.4 73.4

O maior indice médio de desempenho é y,, =77.0. A azul estdo as médias que n&o
diferem significativamente da maior meédia. A preto ficam as que diferem.
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Validacao do modelo

A analise de residuos para validar os pressupostos do modelo, € analoga a de
modelos anteriores.

Graficos de residuos no exemplo dos tractores

> plot(tractores.aov, which=c(1,2))
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Efeitos aleatorios em modelos tipo ANOVA

Nos modelos ANOVA, admitiu-se sempre que as parcelas de efeitos nas
equacoes dos modelos eram constantes. Este tipo de modelos dizem-se de
efeitos fixos.

Uma outra grande classe de modelos alternativos designam-se modelos de
efeitos aleatorios e caracterizam-se por os efeitos serem variaveis aleatorias.

Por exemplo, a equacio base de um modelo a um factor com efeitos
aleatorios, com k niveis do factor, sera

Yij = u+a,-+£,-j,

sendo agora «; a variavel aleatoria do efeito do nivel / do factor.

Esta opcao justifica-se quando os niveis do factor associados aos efeitos
foram escolhidos aleatoriamente dum numero muito grande, ou mesmo uma
infinidade, de possiveis niveis. Esta situacao surge com frequéncia quando
os niveis dum factor sdo terrenos, genotipos ou outras entidades em que nao
é possivel estudar a totalidade dos possiveis niveis do factor.
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Modelos tipo ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

Efeitos de blocos, ou de factores hierarquizados subordinados sdo, com
muita frequéncia, mais correctamente descritos por efeitos aleatorios.

Nao sendo, em rigor, Modelos Lineares, tém pontos de contacto importantes,
em particular no caso dum modelo a um unico factor.

Um modelo com alguns efeitos fixos e outros efeitos aleatorios diz-se um
modelo misto.

As novas variaveis aleatorias na equacdo dum modelo exigem novos
pressupostos.

Os pressupostos usuais em modelos com efeitos aleatorios s&o que 0s
efeitos aleat6rios do tipo «;:
@ tém distribuicdo a; ~ .4(0,02); e

@ sao independentes entre si e independentes dos erros aleatorios.
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Modelos tipo ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

Um teste a existéncia de efeitos do factor tem hipoteses:

H()ZG(%:O VS. H1ZG§>O
Embora este modelo a um factor ndo seja um Modelo Linear do mesmo tipo

gue o modelo de efeitos fixos antes estudado, o teste envolve uma estatistica
equivalente.

Em geral, com delineamentos mais complexos, testes a existéncia de efeitos
aleatodrios envolvem quocientes de Quadrados Médios, com distribuicao F
sob Hp, mas nem sempre as estatisticas dos testes sao iguais aos
correspondentes casos de efeitos fixos.
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Modelos tipo ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

Modelos tipo ANOVA com efeitos aleatérios e Modelos Lineares
Mistos sao estudados:

@ na UC de mestrado Genética Quantitativa e Melhoramento de
Plantas;

@ na UC de doutoramento Modelos Matematicos e Aplicagoes.
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Metodos ndo parametricos de tipo ANOVA

Nos métodos nao paramétricos nao se exigem hipoteses tao fortes como os
métodos classicos, (e.g., a hipbétese de normalidade). Em contrapartida, tém
uma menor capacidade de rejeitar as hipoteses nulas caso elas sejam falsas
(i.e., ttm menor poténcia), quando os pressupostos adicionais dos métodos

classicos sao validos.

O teste Kruskal-Wallis € alternativa ndo paramétrica a ANOVA a 1 Factor.

O teste de Friedman ¢ alternativa nao paramétrica a ANOVA a dois factores,
sem interaccao, quando o segundo factor representa blocos e nao ha
repeticoes nas células.

Em ambos os casos, as estatisticas de teste sao fungdes das Somas de
Quadrados usuais, aplicadas as ordens das observacdes, em vez de aos
valores observados de Y.

Os métodos nao paramétricos sao uma alternativa viavel quando ha
violacdes graves dos pressupostos dos modelos ANOVA classicos.
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Continua no ficheiro "Métodos nao paramétricos de
tipo ANOVA"
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